7.5.16 Hyperbola

Predpoklady: 7507, 7512

Pedagogicka poznamkaNa prvni pohled se nezda, Ze by hodina biiliSszaplrena, ale
kresleni obrazk studenim (spiSe studentkam) docela trva. Je dobrédiys\ze
ne kazdy obrazek wabnici, musi mit zvlaSi v seSi¢ a hlavi, Ze lepSi je trochu
ledabyly obrazek se v§im, co ma obsahovat, neZtoehsuperkresba. Ja osébn
beru kresleni obrazkjako nacvik schopnosti rozliSovat podstatné a dsfainé
VECI.

Hyperbola — po elipse a parabdieti (a posledni) typ kuzelodey.

Hyperbolu uz zname jako graf funkt;e-:1
X

Jak souvisi hyperbola s naSimi definicemi kuzelekgpomoci vzdalenosti?

PF. 1:  Vypocti libovolny bod leZici na hyperbole dané funllgcq':1 a pomoci kalkulkky
X

oVér, Ze absolutni hodnota z rozdilu jeho vzdalenastiadh F [\/E\/E] a
E[—\/E;—\/E] se rovnav/2.

Ur{:ujeme vzdalenosti:
|KF|:\/(1—\/§)2+(1—\/_2)2=\/1— A+ 2rd 2 2J6d2 058
IKEI:\/(1+J§)2+(1+J_2)2=J1+ /2122 24 6 4 2 341

- 2J2=2,8284 3,4142 0,58t
- Zkusime jest jeden bod:

Napiklad prox=§ plati: y=£:i=—3 = bod L[%;g

} je bodem hyperboly.
X



- Urcujeme vzdalenosti (rovnou pitdme na kalkukice):

« |LF| :\/@—\/Ejz +(—2—\/§j2 = 0,752t

* |LE] =\/(§+J§j2+(g+ﬁjz = 3,580¢

- 2J2=2,8284 3,5809 0,75
. Pro oba zvolené body vztah pro vzdalenosti plati.

Pedagogicka poznamkaTénet nezbytnou podminkou pro ¥g8eni pedchoziho fikladu je
schopnost zadat do kalkdky vyraz najednou. Milovnici mezivygti si uziji. Ri
vyuce ve tid¢ patitdme vzdy alespoSest diznych bod.

PF. 2: (BONUS) Ukaz, Ze graf funkcgv:1 je totoZzny s mnozinou v3ech kingejichz
X
absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti odm{\/i;ﬁ} a E[—ﬁ;—fz] se

rovna 2/2.

' PYi vypoctu vzdalenosti budemedite dostavat komplikované vyrazy zatim nebudeme

dosazovat do rovnice pmzi a dosadime pouz&[x;y] .

- Podminkai XF| ~|XE| = 22.

‘\/(x—\/ﬁ)2+(y—\/§)2 —\/(x+x/_2)2+(y+\/_2)2‘ = 2/ 2 na obou stranach kladuisla =
| muzeme umocnit=
R R R R CRERURER S RN X
- Levou stranu si rozdil na dva vyrazy, které budeprvovat zvlas

(s o= s o(y 9 -

=22+ 2+ y - 2+ 262+ a2 2yP+ 9/ 2 2 22+ B WP

2l o e o -
2\/|:(X—\/§)2+(y—\/_2)2}EE(X+\/_2)2+(y+\/_2)2}

. Dale budeme upravovat jenom vyraz pod odmocninou:




[x2—2xﬁ+y2—2yﬁ+ Aﬂtﬁx% x 20y 3 2> %z

x* = 2x32+ x%y? - 2y 2+ a2+

22— 8¢+ 27 2- By + &/ 2+

x2y?—2xy?2+yt - 2y 2+ 4y %+

2y2-By+ N 2- g7+ g

Ax? -8 2+ dy? — 8 2+ 16=x*+ R¥y?— 1Ry +y*+ 16

X' +2x°y? +y*+16( 1~ xy) =(x2+ y2)2 + 16 £ xy)

- Dosadime pod odmocninu:

G e U e G I IR (GRS RETERY

Dosadime do rovnice:
2¢+8+ 27~ (X +y?) + 16 1) = ¢
2x2 +2y% = 2\/(x2+y2)2+16( Fxy) i

X2 +y?= \/(xz + y2)2 +16(1-xy) obe strany rovnice jsou kladné> umocnime:

(x2 + y2)2 = (x2 + yZ)2 +16(1- xy)

- 0=16(1-xy)

xy=1

y:l ziskali jsme rovnici hyperboly> vztah pro vzdélenosti plati.
! X

Pedagogicka poznamkaObecny dkaz definice je ozri#n jako BONUS schvéatn Je
¢aso¥ narangjsi a pro studenty mémies\wdeivy nez, kdyz si v fikladu 1 sami
spaitaji konkrétni vzdalenosti.

PF. 3: Na zaklad vysledki piikladu 1 zformuluj planimetrickou definici hyperlyoFi
formulaci vyuZzij planimetrickou definici elipsy.

V rovin é jsou dany dva nizné bodyE, F. MnozZina vSech bod X roviny, pro které se
HEX|—|FX” rovna danému kladnémugislu, které je mensi nezEF|, se nazyva

hyperbola. BodyE, F se nazyvaji ohniska hyperboly.

Pr. 4. Porovnej definici hyperboly a definici elipsy a wvydi pticinu rozdib.

. Definice elipsy:
-V roving jsou dany dva bodl, F. MnoZzina vSech badX roviny, pro které se soat
- d =|EX|+|FX| vzdalenosti baliX od bodi E, F rovna danémuislu wtsimu neZEF|, se

nazyva elipsa. Bodl, F se nazyvaji ohniska elipsy.
- Rozdily:

-+ U hyperboly je poZadavek naznost bod E, F = kdyby bodyE, F splynuly do
jednoho, vSechny body roviny by od nicklynstejnou vzdalenost> rozdil by vysel
nulovy. U elipsy splynuti nevadi, dostaneme kruiZkira je jejim specialnim
piipadem.



-+ Jiny vyraz spéteny ze vzdalenosti od ohnisek — jasné, jde o jikfiuku.

o Cislo ziskané z vypitu musi byt u hyperboly mensi nez vzdalenost oRaisginak

' by mezi body hyperboly nenélezel Zzadny bod meziskyn(u elipsy musi byt scet
vzdalenosti ¥tSi nez vzdalenost ohnisek, jinak by podminku nesfl Zadny bod
roviny).

Pedagogickd poznamkasS pikladem 3 piliS netekam. Pro #tSinu studernit je nad jejich
sily (a hlavie odvahu) a zamysleni natilkdadem 4 je pro &ivétSim ginosem.

Pedagogicka poznamkaPredchozi piklad sleduje dva cile. Jednak jde 0 nacvik sestavio
definic, kde by si studenti & uvédomit, Ze kazdé slovo maigwyznam. Neni
nutné getikat definici doslova, ale je nutné ni obsahnagohny vyznamy.
Druhym cilem je z@razréni podobnosti hyperboly a elipsy, kterd ma vyznam
zejména fi pripraw nactvrtletni praci, kterd shrnuje celou latku kuzZelssdea
logické zapamatovani studént pripravu miZze velice usnadnit.

Zkusime podobhjako u elipsy prozkoumat viastnosti hyperboly. Zéahyperbola bude
soungrna podle pimky EF.

BohuZel nas obrazek se 2nalidi od dosavadnich obrazksech kuzelogek — 0seEF je
nakiivo = zkusime ho natit tak, aby odpovidal naSim zkuSenostem a byla xodw =

oto¢ime ho podle s¥ru hodinovych rticek o 45°.
, A ;

Osa hyperboly (f{mkaEF) je nyni totoZzna s osou

Krome hyperboly a bodl E, F aK jsme otgili i pavodni osy sotadnic, které seiptctili do
piimek y=x a y =-x. Hyperbola se k nim blizi, ale nikdy se jich néaha, nazyvame je
asymptoty hyperboly.



Pr. 5: Ur¢i souadnice bod E, F aK po ot@eni,

- Pri otoceni se nerni vzdalenost od gatku,y-ové sowadnice otéenych bod jsou nulove
' = Xx-0vé se rovnaji vzdalenostiyodnich bod od paatku.

IKO| =\/kx2 +k? =1?+1> =/2 = nové soiadnice bodK [\/5;0].

[FO|=/f2+f? :,/(\/5)2 +(\/§)2 = 2 = nové soimdnice boduF [2;0].

Bod E méa sotadnice: E[-2;0] (je s bodenf soungrny podle patku).

Stejre jako u elipsy nizeme ke kazdému bodu hyperboly naji daiskteré jsou s nim hll
0sOW nebo stedow soungrné.

Pedagogicka poznamkaObrazek sougrnosti si studenti nekresli. Nasledujici obrazek
promitnu, necham studenty nakreslit a terminolqm@iité sestavujeme spoie.

Obrazek si nakreslime jéjednou a sjednotime si terminologii:
RS A ‘
LY ;




Terminologie:

bodyE, F — ohniska hyperboly ipmkaEF — hlavni osa hyperboly
osa Use&ky EF — vedlejSi osa hyperboly
bod S- sted hyperboly bodg, B — hlavni vrcholy hyperboly

« vzdalenos{ES|=|FS = e - vystednost (excentricita) hyperboly
« vzdalenos{AS| =|BS|=a - hlavni poloosa hyperboly
» vzdalenostb - vedlejSi poloosa hyperboly

Jak se li8i hyperbola od elipsy?
Hyperbola nema vedlejSi vrcholy, naopak ma asymptot

VedlejSi poloosu uvadime schvalfi kdyz neexistuji vedlejSi vrcholy):
* S jeji pomoci mizeme snadno vyjéid rovnice asymptot.

Smernice asymptoty je dana pravouhlym trojuhelnikeau@snamia, b k = J_rg =

. b b
rovnice asymptoty =—x, y=—-—X.
a a
» Pro velikosti poloos a excentricitu plati podobmyah jako u elipsy (ait je vidét

z pravouhlého trojuhelnikug’® = a”+b?.

Pr. 6: Ur¢i u nakreslené hyperboly velikosti poloos a exdeittr. Owi platnost vztahu
2 2 2
e"=a“+b".

- Z obrazku je vidt, Ze plati:

e e=2 (x-ova sotadnice boduF),

'+ a=+2 (x-ova sotiadnice bodw),

' b=+/2 (asymptotou jeifimka y = x a vyzn&eny trojuhelnik je tedy rovnoramenny).

Dosadime do vztarei =a®+b?: 2° = («/5)2 +(\/_2)2 = 4=4.
Pedagogicka poznamkaPredchozi piklad neni zbytény. Jak uz to v podobnycttigladech

byva, teprve f ieSeni pikladu vezmou mnozi nastomi to, co si fed chvilkou
zapisovali a praenzjist'uji, kde maji tu excentricitu najit.

Hyperbolu, pro kterou plath =b (poloosy jsou shodné), nazyvameenoosa hyperbola

Pouze rovnoosé hyperboly ¢emé 045° je mozné zapsat jednoduchou rovn}ci:E.
X

Pedagogicka poznamkaNeni nutné stihnout nasledujidildad. Zaatek gisti hodiny
obsahuje dva podobné, které jsou vyuzité dalSithépu hodiny.



PF. 7:  Nakresli obrazek, vypii souradnice vrchal, excentricitu a Wi rovnice asymptot
hyperboly se sedem v poatku soustavy sdadnic, pokud je jeji hlavni osa totozna
S 0SoWwx a plati pro nia=2, b=1.

e=va’+b* =2’ +12 = e=4/5 y1
Vrcholy: A[2;0], B[-2;0].

Ohniska: E[—\/E;OJ , F [\/5;0] .

. 1 1
Rovnice asymptoty = > X, y= _EX'

Pedagogicka poznamkaPongrné ¢asto se studenti snazilat asymptoty navzajem kolme,
dalSi studenti maji problém je nakreslit.

Pr. 8: Petakova:
strana 126/cveni 41 a) c) d)

Shrnuti: Hyperbolu tvdi body, které maji konstantni rozdil vzdalenostbbdisek.



